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Nach dem Satz von Carleman [1], [4] gibt es zu jeder auf (— oo, o)
stetigen Funktion f und zu jeder auf (— oo, oo ) positiven, stetigen Funktion
h eine in der ganzen komplexen Ebene analytische Funktion g mit

| f(s)—g(s) <h(s)  (—o0<s<00).

In dieser Arbeit soll in Form einer allgemeineren Theorie untersucht
werden, durch welche Funktionenreihen > *_; a,K,(s) anstelle der im Satz
von Carleman benutzten Potenzreihen g(s) solche asymptotischen
Approximationen stetiger Funktionen méglich sind.

Es bezeichnen dazu C(0, ] und C[— o0, ) die Klassen der in
(0, ©) bzw. (—oo, 0) komplexwertigen stetigen Funktionen f, fiir die
lim, , ., f(s) bzw. lim,_, __ f(s) existiert.

Wir sagen, daB} ein System S von Funktionen K,e C(0, 0] (n=1,2,...)
beziiglich s » +0 die asymptotische Approximationseigenschaft (4,) hat,
falls zu jedem fe C(0, 0] und zu jeder auf (0, o) positiven Funktion
he C(0, oo] mit lim,_, , A(s)>0 eine fiir s >0 absolut konvergente Reihe
g8)Y=a,+ 3= | a,K,(s) existiert mit

n=1

| f(s)—g(s) <h(s)  (s>0).

Entsprechend hat ein System S von Funktionen K, € C[ — oo, o) beziiglich
s — oo die Eigenschaft (4.), falls zu beliebigen f, he C[ — oo, o) mit 4
positiv und lim,_, _, A(s) >0 eine auf (— oo, c0) absolut konvergente Reibe
g(s)=ao+ 2 a,K,(s) existiert mit

| f(s)—g(s)| <h(s) (—oo<s<oo)
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In dieser Arbeit werden mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln
hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir hergeleitet, dall ein
System S die Eigenschaft (4,) bzw. (4,,) besitzt.

Die allgemeine Methode 2zur Herleitung solcher &dquivalenter
Bedingungen besteht dabei einerseits in dem Nachweis, da diese
asymptotischen Approximationen gleichwertig sind mit e-Approximationen
durch endliche Summen }'Y_, a, K, (s) auf den kompakten Teilmengen von
(0,c0) bzw. {(—o0,0) bei gewissen zusitzlichen Koeffizienten-
beschrinkungen fiir die a,. Andererseits 188t sich daraus funktional-
analytisch die Aquivalenz von (4,) bzw. (4.) mit gewissen Iden-
titdtsbedingungen zugehoriger Integraltransformationen der K, herleiten.

Speziell fiir Dirichletsche Reihen, die in der rechten Halbebene absolut
konvergieren, wobei K, (s) = e~ **" mit verschiedenen 4,>0 {(n=1, 2, ...} ist,
wurden in [5] dquivalente Bedingungen fiir (4,) hergeleitet.

Wir sagen, daf} eine Folge (4,) mit 1,>0 fiir ein d>0 die Identitéts-
eigenschaft (M) hat, wenn fiir jedes ¢ >0 aus

Jm e~ nda(1) = O(e~ 9+ D) (n - o), f | da(1)] < o0
0 4}

mit normiertem o stets a{z)=0 (0 <r<q) folgt. Dabei heillt o normiert,
wenn o in jedem >0 linksseitig stetig ist mit «(0)=0. Ferner hat (4,) fiir
ein d >0 die Figenschaft (B,), wenn zu jedem ¢ > 0, zu jeder auf [0, ¢+ &
stetigen Funktion f mit f(s)=0 (se[q, ¢+d]) und zu jedem >0 e¢in
verallgemeinertes Polynom P(s)=Y"_, a,e ™" existiert mit

| f(s)— P(s) <e(se[0,g+d]) und % la,l e D i<,

n=1

Im Falle d=0 ist hierbei die Forderung f(s})=0 fir se[q, g+ d] durch
f{g)=0 zu ersetzen.

Offensichtlich folgt (M) aus (M) fir jedes d>0, und (M) impliziert
(M) fiir alle c>d.

Als Hrweiterung des Satzes von Miintz zu einer asymptotischen
Approximation wurde in [5] gezeigt

Satz 1. Das System S mit K,(s)=e ™ und verschiedenen 1,>0
(n=1,2,..) hat genau dann die Eigenschaft (Ay), wenn fiir (1,) die
Eigenschaft (M) gilt, wobei (M) und (B,) dquivalent sind.

Im Falle ganzer Dirichletscher Reihen, also fiir K, (s)=e"
(—o0 <s< o) lassen sich mit den Beweismethoden dieser Arbeit auch
dquivalente Bedingungen fiir (4_,) herleiten.

Wir beweisen als Anwendung der allgemeineren Sétze dieser Arbeit
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SATz 2. Das System S mit K,(s)=e"™ und verschiedenen A,>0
(n=1,2,..) hat genau dann die Eigenschaft (A.), wenn fir (1)) die
Eigenschaft (M ;) mit einem d=0 gilt, wobei (M) und (B,) fir alle d=0
dquivalent sind.

Wir iibernehmen aus [7]

SATz 3. Fir jede Folge (4,) mit > 1/A,=w und A,>0,
Ans1— A, =zc>0(n=1,2,..) gilt (M) und damit (M) fiir alle d>0.

Ein neuer Beweis von Satz3 wurde in [5, Folgerung aus Satz 3]
gegeben. Fiir ganzzahlige A, folgt Satz 3 ferner aus [9, Theorem 37. Die
Giiltigkeit von (4,,) fir K,= e wurde unter den Voraussetzungen von
Satz 3 ferner in [3] in spezieller Weise bei Benutzung verallgemeinerter
Bernsteinscher Polynome gezeigt.

Es scheint sehr schwierig zu sein, die Existenz von Folgen (4,) zu
beweisen, die die Eigenschaft (M) fur ein d>0 besitzen, die aber nicht
(M) erfiillen. Bezeichnen A, und A, die Klassen aller (4,), fiir die (4,)
bzw. (A4.,) beziiglich der Dirichletschen Reihen aus Satz 1 und Satz 2 gilt,
so folgt unmittelbar A, < 4, . Der Beweis von A, # 4, ist jedoch noch ein
offenes Problem. Es sei auBerdem darauf hingewiesen, daBl sich mittels
Bernsteinscher Polynome monotone Folgen (4,), 4,— 0o mit der
Eigenschaft (M,) konstruieren lassen, die keine Teilfolge (4,) mit

21 YA, =0 und 4,,,, —4,,>c>0 fiir ein ¢ >0 enthalten. Es lassen sich
ferner mit den Uberlegungen aus [7, S. 52] leicht monotone Folgen (4,)
mit 3%, 1/4,=c0 und 4, - oo so bilden, daB (M) fiir kein 420 gilt.

Zur Formulierung der allgemeineren Sitze dieser Arbeit benutzen wir
folgende Bezeichungen:

Die auf dem abgeschlossenen Intervall [c, ¢] stetigen Funktionen K,
(n=1, 2, ...) haben fiir ein de [c, q] beziiglich gegebener Zahlen ¢, #0 die
Identititseigenschaft /(K,, [c, g1, d, ¢,), falls [2 K, (1) do(t) = O(c,)(n — ),
{2 |da(r)| < o stets a(t)=0 auf [¢, d] impliziert fiir jede auf [c, ¢] nor-
mierte Funktion «, wobei a normiert heif}t, falls o in (¢, ¢] linksseitig stetig
ist mit x(c)=0.

Sind die K, auf [a, o) stetig mit K,(t)—0 (¢ — o) fiir alle », dann
bezeichne W(K,, [a, c0)) die Eigenschaft, daB

Jm K1) da(t) =0 (n=1,2, ..), fw | du(£)] < o0

a

mit normiertem « stets a(z) =0 auf [a, c0) impliziert.
Die Bedingung B(KX,, [c, g1, d, ¢,) bedeutet, daB zu jeder auf [c, ¢]
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stetigen Funktion f mit f(s)=0 auf [d, ¢] und zu jedem £>0 ein P(s)=
>N_. a,K,(s) existiert mit

| f(s)=P(s) <e(sele,q])  und ) la,llc,l<e

Wir beweisen als Hauptergebnis

Sa1z 4. Fiir das System S mit K, e C(0, o] gelte K, (s) = O(s — o0} fiir
n=1,2,... Es existiere ferner ein ay>0 so, daf es zu jedem q € (0, a,) eine
natiirliche Zahl n,, sowie eine Konstante M, >0 gibt mit

K(g)#0  (n>n,) (1)

und

K ()N<M, K, (q)  (s=¢,n>n,). (2)

Das System S hat genau dann die Eigenschaft (Ag), wenn die beiden
Bedingungen erfiillt sind.

Fiir jedes a>0 gilt W(K,,, [a, ©0)), (3)

und

zu  jedem qe(0,a,) existiert ein d,e(0,q], so daf
I(K,, [¢, q], d,, K,(q)) fur alle ce (0, d,) gilt. (4)

Dabei ist I(K,, [c,ql,4d,, K,(q)) in (4) mit B(K,, [c, g1, 4d,, K.(g})
dquivalent.

Ein System S mit den Eigenschaften (1), (2} und (3), fiir das aber (4,)
nicht gilt, erhilt man zum Beispiel durch K,(s)= (sn+ 1)~ Fiir diese X,
ist (4) wegen (4 (m+1)""dt=0(K,(g)) (n—> ©0)(0<c<gq) offensichtlich
nicht erfiillt, und (3) 148t sich bei Umformung der K, in Laplaceintegrale
zeigen.

Als Anwendung von Satz 4 beweisen wir

SATZ 5. Die Funktion g sei fir |z| <1 analytisch mit g(0)=0 und g
nichi identisch Q. Ferner sei ,>0mit 3. 1/A, =0 und 4, ,—1,2c>0
(n=1,2,..). Dann hat das System S mit K, (s)=g(e **) die Eigenschaft
(Ao)-

Bei der Substitution s=¢"* geht C(0, c0o] in C[ —oc, oo} iiber, und wir
erhalten aus Satz 4 fiir das Problem (4., ) unmittelbar
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Satz 6. Fir das System S mit K,eC[—o0, 0) gelte K, (s)—-0
(s—= —o) fir n=1,2, ... Es existiere ferner ein aye (— o0, ) so, daff es
zu jedem q > a, eine natiirliche Zahl n, sowie eine Konstante M ,> 0 gibt mit

K, (q)#0  (n>n,) (5)
und

| K () <M, |K(9)]  (s<g,n>n,). (6)

Das System S hat genau dann die Figenschaft (A.), wenn die beiden
Bedingungen erfiillt sind:

Fiir jedes ae (=, ) gilt W(K,,, (—©, a]), (7

und

zu  jedem q>a, existiert ein d,>q, so daf
I(K,,, [g. cl, d,. K,(q)) fiir alle c>d, gilt. (8)

Dabei ist I(K,, [g,c],d,, K,(q)) in (8) mit B(K,, [c,q],d,, K,(q))
dquivalent.

Die Bedingung W(K,, (—,a]) ist entsprechend definiert wie
W(K,, [a,0)) aus Satz4. I(K,,[q cl,dc,) bedeutet jetzt, daB
j K, (1) da(t) = O(c,), j | do( t)l<oo stets a(¢)=0 auf [d, c] 1mphzlert
wobex o jetzt rechtssemg stetig in [g, ¢) mit a(c) =0 ist. Es bedeutet B(K,,,
[q.c], d, ¢,), daB zu jeder auf g, c] stetigen Funktion f mit f(s) =0 auf
[¢,d] und zu jedem ¢>0 ein P(s)=>"_,a,K,(s) existiert mit
| f(s)—P(s)| <& (se[g, c]) und 2, |a,l]c,| <e.

Fiir (4, ) 1Bt sich Satz5 nicht in entsprechender Weise auf ganze
Funktionen g mit K,(s)=g(e*™) iibertragen. Als Anwendung von Satz 6
beweisen wir aber

SATZ 7. Es sei P(x)=YN_, b.x* ein Polynom mit by #0, N>2. Das
System S mit K, (s)=P(e™) (n=1,2,..) hat genau dann die Eigenschaft
(A.,), wenn W(K,, (—o0,0]) gilt. Ist fiir die Koeffizienten von P(x) ferner
B(x)=YV_, b k™0 (—o0 <x< ), so hat S die Eigenschaft (A..).

AuBerdem erhalten wir
SATZ 8. Zu jedem Polynom P(x)=XY_, by x*, by#0, N> 1 gibt es ein
d>0, so daff das System S mit K, (s)= P(de’) die Eigenschaft (A,) hat.

Zum Beweis von Satz4 benutzen wir die folgenden funktional-
analytischen Hilfsmittel: Ist X ein linearer normierter Raum mit der Norm
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| £ fir fe X, und ist G< X, dann sagen wir, da} das System § mit den
Elementen K,eX (n=1,2,..) beziglich gegebener Zahlen ¢,#0 die
Identitétseigenschaft 74(K,, ¢,) hat, falls fiir jedes beschrinkte lineare
Funktional F auf X aus F(K,)=0(c,) (n— o0} stets F(f)=0 fiir alle fe G
folgt.

Als wesentlichen Hilfssatz benutzen wir

SATZ 9. Es sei X ein linearer normierter Raum mit der Norm | f | fiir
feX, und es sei G X. Ferner sei S ein System mit Elementen K, X
(n=1,2,..) und es seien c,#0 gegebene Zahlen.

Genau dann gibt es zu jedem fe G und zu jedem ¢ >C ein P=3"_, a4, K, aus
X mit

If—Pl<e  und % la,llec,| <é,

wenn (K, c,) gilt.

Satz9 wurde in [6, Satz4] fiir den Spezialfall G =X bewiesen. Fiir
beliebige G < X verlduft dieser Beweis jedoch ganz analog zu [6, S. 24-25].

Beweis zu Satz 4. Es sei zunédchst (A4,) fiir das System S vorausgesetzt,
und wir haben (3) und (4) zu zeigen. Ist ¢ >0, so existiert wegen (4,) zu
jeder auf [a, o0) stetigen Funktion f mit (1) -0 (# — o) und zu jedem
¢>0 eine fir s>0 absolut konvergente Reihe g{s)=3%_, a,K,(s) mit
Lf(s)—g(s}<e(s=za). Da g(s) nach (2) auf [a, o) gleichmiBig kon-
vergiert, so gibt es ein N mit | f(s)—>"_, a,K,(s)| <2¢ (s =a), woraus
bekanntlich W(K,, [a, ©)) und damit (3) folgt. Zum Beweis von (4)
nehmen wir an, daB zu einem ge(0, q;) kein d,e(0, g] existiert mit
IK,, [c q], d,, K,(q)) fir alle ce(0, d,). Zu jedem de(O g) gibt es dann
ein Intervall ¢, b] mit O<c<b<d sowie eine auf [c,g] normierte
Funktion « mit [% da(¢) %0 und

[ Kty dat) = 0K (@))n = c0), | | da()] < o0.

Fur dieses a darf dabei zusitzlich

[" K1) da(r)

<K (g)] (n>n,),

()

<1(l<n<ny)
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und (7 |do(z)| < 1 mit n, nach (1), (2) gefordert werden. Bei Beachtung der
linksseitigen Stetigkeit von o im Punkt b kdnnen wir auBerdem noch zu
jedem B >0 eine Funktion we C(0, co] mit w(¢t)=0 (£ b) so bestimmen,
daf gilt

j" w(t) doc(t)’ -

[+

jb w(t) da(z)' > B,

Wir wihlen nun Intervalle [cg,b,] mit O<c,<by<gq, b ,<cy
(k=1,2,..) und b, -0 (k— o) sowie auf [¢,, ¢] normierte Funktionen
o, mit [5 dor, () #0,

J "K.(1) dak(t)l <K, (g) (n>n,),
k %)

f" K, (1) dozk(t)' <1(1<n<n,)
und
j" lda ()<l (k=1,2,..). (10)

Ferner bestimmen wir sukzessiv zu k=1, 2, ... Funktionen w, e C(0, o0 ]
mit w,(¢)=0 (¢ = b,) und

q k=1 g
f wk(t)dock(t)‘>k+ Zj Iw(Olldag(t)l  (k=2,3,.). (11)

k i=1 ek

Es sei

f)=Y wle). (12)
i=1
Die Reihe (12) konvergiert dann absolut fiir 1 >0 wegen w,(t)=0 (= b)),
und es gilt feC(0, 0], f(1)=0 (t=q) mit f(O)=ZF ,w(t) (t=cp
k=1,2,..).
Aus (11) und (12) folgt daher

q k
[*% wirydog(e)

ki=1

q k—1 g
[t d] = S [7 1w dto > &

ck i=1"¢

[" 1) amo)

=2

(k=2,3,..). (13)
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Bei Beachtung von (A4,) kénnen wir daher f(¢) nach (10} und (13) so gut
asymptotisch durch eine fiir >0 absolut konvergente Reihe g{t}=
ag+ 2.5, a,K,(t) approximieren, dafB} gilt

>k—1 (k=2,3,..} (14)

["a(0) dui(0)

Wir erhalten aber als Widerspruch zu (14) aus (9) und (10)

[' st dnio|<lanl+ 3 1

[ K0 )

<Y lal+ ) la,llK(g)l=D<oo
r=0

n=ng;+1

(k=23 ..). (15)

Dabei ergibt sich die Zulédssigkeit der Vertauschung von Summe und
Integral in (15) nach (2) und (10) aus

S g [ 1K) de)

Ck

I’l[-k

<Y lal|
n=1

K1) doty (1))

C,

+M, Y lallK(c)l<o (k=23

n:nck+1

so daB (4) bewiesen ist.

Umgekehrt seien (3) und (4) vorausgesetzt, und wir haben (4,) zu
zeigen. Die Aquivalenz der Bedingungen I(K,, [c,¢],d, K,(q)) und
B(K,,[c,q],d K, (q)) fir alle O0<c<d<g<a, folgt aus Satz9 bei
Beachtung von (1), wenn wir X=C[c,g] mit der iiblichen
Maximumsnorm und G € C[¢, ¢q] als die Klasse der fe C[ ¢, ¢] mit f(s)=0
auf [d,¢g] wihlen, wobei die Darstellung der beschrinkten linearen
Funktionale auf C[¢, ¢] nach [8, S. 1397 zu beachten ist.

Es sei f, he C(0, oo ] mit & positiv auf (0, o) und A{s) - b>0 {s - w0),
wobei ferner f(s)—0 (s— o) und 4 als monoton wachsend auf (0, o)
angenommen werden darf. Wir wihlen nach (4) Zahlen g, € (0, ay) und
dre(0,g,] mit g, <g, (k=1,2,..) und ¢, —0 (k- o), so dal} I(K,,
[e, g1s di, K (g,)) fiir alle ¢ € (0, d,) gilt. Dabei darf auBerdem 4, , ; <d,
und

h(d, )< h(d,)/2 (k=12,.) (16)

angenommen werden.

640/54/3-4
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Wir bestimmen nun sukzessiv verallgemeinerte Polynome P,(s)=
SN a® K (s) (k=1,2,..) in folgender Weise:
Es sei P, nach (3) gewéhlt mit

| f()=Pis) <h(d)/4  (s>d,). (17)

Sind die Polynome PJ(i=1, 2, .., k—1) fiir k=2, 3, ... bereits bestimmt, so
setzen wir

beos=fldii)— 3 Pdde_) (18)

Somit ist f(s)— X5 Ps)—b;_,;=0firs=d, ;.
Wegen I(K,, [di, 411> di_ 1, K,,(q,_)) kOnnen wir daher nach Satz 9

und (1) ein P, mit ¢ =0 (1<n<n,_,) so wihlen, daB

1

f(S)—ki Pls)=by_1—Pils)| <h(d)/4  (dp<s<d,_y), (19)

i=1
| Pp(s)| < h(d,)/4 (de 1 <5< g 1), (20)
und

S 1a® K (ge_ )| <hd)AM, ,  (k=23,.) (1)

mit M, nach (2).

Gk -1

Es folgt aus (2) und (21)

1P < Y 1a®|Kos) <M, Y 1a®]Ko(ge)l
<hd)d  (5246) (22)

wegen a)=0(1<n<n,_,). Aus (20) erhalten wir somit

| Pu(s)| <h(d)/d  (s=d;_ ). (23)

Fiir s =d, ergibt sich aus (19) bei Beachtung von (18)
|6, —by_ 1 | <h(dy)/4, (24)

so daB a,=1lim, _, . b, wegen (16) existiert.
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Aus (19) folgt daher nach (16) und (24)

&
flo)— 3 Ps)—aq
<h(d)/4+ b —agl

S hidy)/4+ i by 1= b, <h(d)/4+47" i h(d,)

n=k n=k

<h(d)/4+h(d,) -4~ f 27 "<3-4'n(d,)

n=0

(d_ 1 <s<d;k=2,3,..) (25}

Bs ist ao <10y | + 272y by =0, <Iby [ +47 20, Ald, 1) <1bi] +

A(d,}/4 nach (16) und (24). Mit |b,| <h(d,)/4 nach (17) und (i8) folgt
daher |agl <h(d,)/2, so daBl wir aus (17) erhalten

| f()=Pi(s)—ap| <3-47'h(d))  (s=d)). {26)
Wir setzen
g(s)=a,+ Z P(s), (27
k=1

wobei diese Reihe nach (16} und (23) fiir alle s> 0 absolut konvergiert.
Ist nunse{d,,d._ ] (k=2,3,..) oder se{d,, ) im Falle k=1, dann
ergibt sich aus (16), (23), (25), (26) und (27)

) =g <| f)— T Pus)—ao|+ 3 1P(s)]

n=k+1

<347 h(d,)+4 ! f wd,)

n=k+1

<h(d,) <h(s),

so daBB wir die gewiinschte Approximationseigenschaft (4,) erhalten.
Nach (16) und (22) ist

Ni

2 [aP K (s) <4727 h(d,) (5Zqr 1)

n=1
und daher 37 | 3 M |a®[|K,(s) <oo fiir alle s>0, so daB sich die
Reihe (27) durch Umordnung und Zusammenfassung der a® K (s} aus
allen P.(s) als eine fiir alle s>0 absolut konvergente Reihe
g(sy=a,+3.7  a,K,(s) umformen 1aBt. Damit ist Satz 4 bewiesen.
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Beweis zu Satz5. Es sei g(x)=%7_, byx* mit p>1 und b,#0. Fir
K (t)=g(e ") gilt (1) und (2) wegen A,— oo fiir jedes a,>0, wie
man leicht zeigt. Aus ¢ K, () da(1) = O(K,(q)) = O(e **) (n— o) und
bye~ =K (t)—Xr_, . bye** folgt

[" e Pdu(ty = 0 )+ 0(e= 7D n)(n — o) (28)

c

fir 0 <c<gq. Nach Satz 3 erhalten wir daher a(t})=0 auf [c, 4], wobei
b> ¢ die kleinere der Zahlen ¢ und (1+p ') c ist. Somit kann ¢ in (28)
durch b ersetzt werden. Durch mehrfache Anwendung dieses Schlusses folgt
a(t)=0 auf [¢, ¢] und damit die Bedingung (4). Entsprechend ergibt sich
(3) und daher (4,) nach Satz 4, womit Satz 5 bewiesen ist.

Beweis zu Satz2. Fiir K,(s) = e* erhilt man durch Multiplikation mit
e~% die Aquivalenz von I(K,, [¢,c], d,, K,(g)) und (K, [0,c—q],
d,—q,1) fiir alle g<d,<c. Daher folgt aus der Existenz eines dy >0 mit
der Eigenschaft I(K,, [0,c], dy, 1) (¢>d,) auch berecits die gesamte
Bedingung (8), wenn man d,=d,+q fiir jedes ge(—o0, 00) setzt. Die
Existenz eines solchen d,>0 impliziert aber auBerdem wegen der
Gleichwertigkeit von I(K,, [0, ¢], do, 1) mit I(K,, [—b, c—b], dy—b,
K (—b)) (b>0) auch die Giiltigkeit von (7), wie man leicht zeigt. Daher
ist die Existenz eines solchen d, dquivalent damit, daB (7) und (8) beide
gelten. Die Giiltigkeit von I(K,, [0, c],d,, 1) fiir alle c¢>d, ist aber
andererseits auch damit gleichwertig, daB I(K,, [0, c+d,], do, 1) und
daher I(K,, [—c—d,, 0], —c, K,(—c—d,)) fiir alle ¢>0 erfiillt sind.
Letzteres bedeutet aber gerade die Eigenschaft (M,). Damit ist Satz2
bewiesen.

Beweis zu Satz7. Fir K,(s)= P(e™) gilt (5) und (6) fiir jedes ay,>0,
wie man leicht zeigt. Wir substituieren ¢ = e’ fiir se (— o0, ). .

Es sei |5 P(1")du(t)=0 (n=1,2,..) fiir ein b>1, und dabei
|5 | da(t)] < co mit normiertem « auf [0, 5]. Dann folgt

b N1 b
[ <1671 S 1601 [ 1t
—0pY) ()

und daher [} ¢V da(bt) = O(b~")(n - ).

Nach Satz3 ist a(bt)=0 auf [6 YN, 1] und damit a(f)=0 auf
[b'~Y¥ b]. Bei m-maliger Anwendung dieser SchluBweise ergibt sich
a(ty=0 auf [6"", b] mit w,,=(1—1/N)" (m=1,2,..) und somit a(¢f)=0
auf [1, b] bei Beachtung der rechtsseitigen Stetigkeit von « in 1, so daB
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8 P(t") daf{2)=0 (n=1, 2, ...} folgt. Daher impliziert W(K,, (—o,07) fir
diese K, stets W(K,, (— o, a]) fiir alle a>0. Da aber W(K,,, (—, 01)
offensichtlich W(K,,, (— o0, a]) auch fiir alle @ <0 impliziert, so ist (7) mit
W(K,, (—,0]) dquivalent. Die Bedingung (8) ist fiir diese K, stets
erfillt. Denn aus

“P(") du(t)= O(P(q"))  (n— o) fir0<g<c

q

—~

LI—

mit ¢> 1 folgt

jc tMdo(t) = O™ ="y + 0(1) - f g~ {(n—c0)

q k=1

Entsprechend wie oben ergibt sich nach Satz 3 daher a{t)=0 auf {4, c],
wobei d die groBere der Zahlen ¢ und 1 sei, so dafl (8) gilt, und (A4, ) nach
Satz 6 mit W(K,, (— oo, 0]) dquivalent ist.

Ist zusdtzlich B(x)#0 (— oo <x < o) fiir P(x) vorausgesetzt, so folgt

ro P (e Y e tdi=T(1—ix) B(x) #0 (-0 <x<w).
4]

Es bezeichne T die Klasse aller Funktionen g, g{t)=>"_,a,P'(e ™} e ™
mit beliebigen ¢, >0 und komplexen a,. Es sei T die abgeschlossene Hiille
von T in L (0, oo) beziiglich der L,-Norm. Nach dem Approximationssatz
von Wiener [2,S.33] gilt bei Transformation auf (0, o) daher
T=L,0, ). Zu jedem fe C(0, co] mit f(f) =0 (¢t — oc) und jedem £>0
1Bt sich eine auf (0, o) stetigdifferenzierbare Funktion b€ C(0, o]
mit 5t} >0 (t—> ), b'e L (0, o) und | f{¢}—b{1) <e (t>0) wihlen.
Wegen T=1L1,0,00) gibt es daher ein g(t)=3"_,a,P (e "“)e '
mit | —g|,<e Dbeziglich der L,-Norm, so daf fiir A(i)=
—2.7_y a,e; P(e”") folgt

Lf(0)—h(D)] <&+ |b(2) — A1)

<g+j°° b)) —glu) du<2e  (£>0)  (29)

!

Jeder Term P(e “)=3Y_, b.e ™" mit einem ¢ >0 in der Summe von h{?)
kann aber wegen W(e ", [0, ©)) auf [0, c0) beliebig gut durch
Linearkombinationen der P(e™™) (n=1,2,..) approximiert werden, so
daB wir W(B,, [0,00)) aus (29) fir B, (¢t)=Ple”™) und daher
W(K,, (—c0,0]) erhalten, woraus (4., ) folgt. Damit ist Satz 7 bewiesen.
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Satz 8 folgt direkt aus Satz7, da sich fiir das zugehorige B(x)=
SN, b, d*k™ fiir hinreichend groBes d wegen b, #0 leicht B(x)#0
(—oo <x < o0) ergibt.
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