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Nach dem Satz von Carleman [1], [4] gibt es zu jeder auf ( - 00, (0)
stetigen Funktionfund zu jeder auf ( - 00, (0) positiven, stetigen Funktion
heine in der ganzen komplexen Ebene analytische Funktion g mit

I f(s) - g(s)1 < h(s) ( - 00 < s < 00 ).

In dieser Arbeit soIl in Form einer allgemeineren Theorie untersucht
werden, durch welche Funktionenreihen L:;;,,= 1 anKn(s) anstelle der im Satz
von Carleman benutzten Potenzreihen g(s) solche asymptotischen
Approximationen stetiger Funktionen m6glich sind.

Es bezeichnen dazu qo, 00] und C[ - 00, (0) die Klassen der in
(0, (0) bzw. (- 00, (0) komplexwertigen stetigen Funktionen f, fur die
lims~oof(s) bzw.lims~_oof(s) existiert.

Wir sagen, daB ein System S von Funktionen K n Eqo, 00] (n = 1, 2, ..,)
bezuglich s -t +0 die asymptotische Approximationseigenschaft (A o) hat,
falls zu jedem fE qo, 00] und zu jeder auf (0, (0) positiven Funktion
hE qo, 00] mit lims~ 00 h(s) >°eine fUr s >°absolut konvergente Reihe
g(s) = ao + L;;"~ 1 anKn(s) existiert mit

I f(s) - g(s)1 < h(s) (s > 0).

Entsprechend hat ein System S von Funktionen Kn EC[ - 00,(0) bezuglich
s -t 00 die Eigenschaft (A 00 ), falls zu beliebigen f, hE C[ - 00, (0) mit h
positiv und lims~ _ 00 h(s) > °eine auf ( - 00, (0) absolut konvergente Reihe
g(s) = ao+ L;;"~ 1 anKn(s) existiert mit

If(s)-g(s)l<h(s) (-oo<s<oo).
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In dieser Arbeit werden mit funktionalanalytischen Hilfsmitteln
hinreichende und notwendige Bedingungen dafUr hergeleitet, daB ein
System S die Eigenschaft (A o) bzw. (A 00) besitzt.

Die allgemeine Methode zur Herleitung solcher aquivalenter
Bedingungen besteht dabei einerseits in dem Nachweis, daB diese
asymptotischen Approximationen gleichwertig sind mit E-Approximationen
durch endliche Summen 22;;'= 1 anKn(s) auf den kompakten Teilmengen von
(0, 00) bzw. ( - 00, 00) bei gewissen zusatzlichen Koeffizienten
beschrankungen fUr die an' Andererseits HiBt sich daraus funktional
analytisch die Aquivalenz von (A o) bzw. (A 00) mit gewissen Iden
titatsbedingungen zugehoriger Integraltransformationen der K n herleiten.

Speziell fUr Dirichletsche Reihen, die in der rechten Halbebene absolut
konvergieren, wobei Kn(s) = e-s}.n mit verschiedenen )'n > 0 (n = 1, 2, ... ) ist,
wurden in [5] aquivalente Bedingungen fUr (A o) herge1eitet

Wir sagen, daB eine Folge P'n) mit An> 0 fUr ein d?; 0 die IdentiHits
eigenschaft (Md) hat, wenn fUr jedes q > 0 aus

fX Idet:(t)1 < 00
o

mit normiertem ct. stets ct.(t) = 0 (0 ~ t ~ q) folgt. Dabei heiBt ct. normiert,
wenn ct. in jedem t > 0 linksseitig stetig ist mit ct.(0) = O. Ferner hat (An) fUr
ein d~ 0 die Eigenschaft (Ed)' wenn zu jedem q > 0, zu jeder auf [0, q + d]
stetigen Funktion f mit f(s)=O (SE [q, q+d]) und zu jedem E>O ein
verallgemeinertes Polynom P(s) = 22;;'= 1 ane-s).n existiert mit

If(s)-P(s)1 <E(SE [0, q+d]) und
N

I Ian I e-lq+dPn < E.

n~l

1m Fane d=O ist hierbei die Forderungf(s)=O fur sE[q,q+d] durch
f(q) = 0 zu ersetzen.

Offensichtlich folgt (Md ) aus (Mo) fur jedes d> 0, und (Md ) impliziert
(MJ fUr aile c > d.

Als Erweiterung des Satzes von Muntz zu einer asymptotischen
Approximation wurde in [5J gezeigt

SATZ 1. Das System S mit Kn(s) = e-s},n und verschiedenen An> 0
(n = 1, 2, ... ) hat genau dann die Eigenschaft (A o), wenn fUr (An) die
Eigenschaft (Mo) gilt, wobei (Mo) und (Eo) iiquivalent sind.

1m FaIle ganzer Dirichletscher Reihen, also fUr Kn(s) = eS).n

( - 00 < S < 00) lassen sich mit den Beweismethoden dieser Arbeit auch
aquivalente Bedingungen fUr (A oo ) herleiten.

Wir beweisen als Anwendung der allgemeineren Siitze dieser Arbeit
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SATZ 2. Das System S mit KnCs) = eSAn und verschiedenen An> 0
(n = 1, 2, ... ) hat genau dann die Eigenschaft (A oo )' wenn jUr (An) die
Eigenschaft (Md ) mit einem d~O gilt, wobei (Md ) und (Bd ) fur aUe d~O
iiquivalent sind.

Wir iibemehmen aus [7J

SATZ 3. Fur jede Folge (An) mit :L::"= II/An = 00 und AI> 0,
An+ 1-An~c>O (n= 1, 2, ... ) gilt (Mo) und damit (Md ) fur alle d>O.

Ein neuer Beweis von Satz 3 wurde in [5, Folgerung aus Satz 3J
gegeben. Fur ganzzahlige An folgt Satz 3 femer aus [9, Theorem 3]. Die
Giiltigkeit von (A oo ) fUr K n = eSAn wurde unter den Voraussetzungen von
Satz 3 femer in [3J in spezieller Weise bei Benutzung verallgemeinerter
Bemsteinscher Polynome gezeigt.

Es scheint sehr schwierig zu sein, die Existenz von Folgen (An) zu
beweisen, die die Eigenschaft (Md) fUr ein d> 0 besitzen, die aber nicht
(Mo) erfUllen. Bezeichnen Ao und Aoo die Klassen aller (An), fUr die (A o)
bzw. (A oo ) bezuglich der Dirichletschen Reihen aus Satz 1 und Satz 2 gilt,
so folgt unmittelbar Ao£AOO' Der Beweis von Ao,cA oo istjedoch noch ein
offenes Problem. Es sei auBerdem darauf hingewiesen, daB sich mittels
Bemsteinscher Polynome monotone Folgen (An), An --+ 00 mit der
Eigenschaft (M0) konstruieren lassen, die keine Teilfolge (An,) mit
:Lf: I IfAni = 00 und Ani +1 - Ani~ C > 0 fUr ein c > 0 enthalten. Es lassen sich
femer mit den Uberlegungen aus [7, S. 52J leicht monotone Folgen (An)
mit L:::"=11/An= 00 und An --+ 00 so bilden, daB (Md ) fUr kein d~O gilt.

Zur Formulierung der allgemeineren Satze dieser Arbeit benutzen wir
folgende Bezeichungen:

Die auf dem abgeschlossenen Intervall [c, qJ stetigen Funktionen K n

(n = 1, 2, ... ) haben fUr ein dE [c, qJ bezuglich gegebener Zahlen cn # 0 die
IdentiHitseigenschaft I(Kn, [c, q], d, cn), falls HKn(t) da(t) = (D(cn)(n --+ 00),

J~lda(t)l<oo stets a(t)=O auf [c,dJ impliziert fUr jede auf [c,qJ nor
mierte Funktion a, wobei a normiert heiBt, falls a in (c, qJ linksseitig stetig
ist mit a(c) = O.

Sind die Kn auf [a, 00) stetig mit Kn(t) --+ 0 (t --+ 00) fUr aIle n, dann
bezeichne W(Kn , [a, 00» die Eigenschaft, daB

foo Kn(t) da{t) = 0 (n = 1, 2, ... ),
a

foo Ida{t)1 < 00
a

mit normiertem a stets a(t) = 0 auf [a, 00) impliziert.
Die Bedingung B(Kn, [c, qJ, d, cn) bedeutet, daB zu jeder auf [c, qJ
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stetigen Funktionfmitf(s)=O auf [d,q] und zujedem e>O ein P(s)=
L:;;~ 1 an Kn(s) existiert mit

I f(s) - P(s)1 < e (s E [e, q])

Wir beweisen als Hauptergebnis

und
N

L lanllenl <e.
n= 1

SATZ 4. Fur das System S mit KnE qo, 00] gelte Kn(s) -+ O(s -+ (0) fUr
n = 1, 2, .... Es existiere ferner ein ao> 0 so, daft es zu jedem q E (0, ao) eine
naturliehe Zahl nq sowie eine Konstante M q> 0 gibt mit

(1)

und

(2)

Das System S hat genau dann die Eigensehaft (A o), wenn die beiden
Bedingungen erfuUt sind:

und

Fur jedes a> 0 gilt W(Kn, [a, 00 »), (3)

zu jedem q E (0, ao) eXlstlert ein dqE (0, q], so daft
I(Kn, [e, q], dq, Kn(q»fUr aUe eE (0, dq) gilt. (4}

Dabei ist I(Kn, [e,q],dq,Kn(q» in (4) mit B(Kn, [e,q],dq,Kn{q))
iiquivalent.

Ein System S mit den Eigenschaften (1), (2) und (3), fUr das aber (A o)
nicht gilt, erhiilt man zum Beispiel durch Kn(s) = (sn + 1) -1. Flir diese Kn
ist (4) wegen Sntn + 1)-1 dt = (9(Kn(q» (n -+ (0)(0 < e < q) offensichtlich
nicht erfUllt, und (3) laBt sich bei Umformung der K n in Laplaceintegrale
zeigen.

Als Anwendung von Satz 4 beweisen wir

SATZ 5. Die Funktion g sei fUr Iz I < 1 analytiseh mit g(O) = 0 und g
nieht identiseh O. Ferner sei An> 0 mit L:~ 1 1/An = 00 und An + 1 - An?:' c> 0
(n=1,2, ... ). Dann hat das System S mit Kn(s)=g(e- SAn

) die Eigensehaft
(A o)·

Bei der Substitution s = e- I geht qo, 00] in C[ - 00,(0) tiber, und wir
erhalten aus Satz 4 fUr das Problem (A",) unmittelbar
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SATZ 6. Fur das System S mit KnE C[ - 00, (0) gelte Kn(s) -+ 0
(s -+ - (0) fur n = 1, 2, .... Es existiere ferner ein aoE ( - 00, (0) so, daft es
zu jedem q > ao eine naturliche Zahl nq sowie eine Konstante M q > 0 gibt mit

(5)

und

(6)

Das System S hat genau dann die Eigenschaft (A oo ), wenn die beiden
Bedingungen erfUllt sind:

und

Fur jedes a E (~oo, (0) gilt W(Kn, (- 00, a]), (7)

zu jedem q> ao existiert ein dq ~ q, so daft
l(Kn, [q, c], dq , Kn(q)) fur aile c> dq gilt. (8)

Dabei ist l(Kn, [q, c], dq , Kn(q)) in (8) mit B(Kn, [c, q], dq , Kn(q))
iiquivalent.

Die Bedingung W(Kn , ( - 00, a]) ist entsprechend definiert wie
W(Kn, [a, (0)) aus Satz 4. l(Kn, [q, c], d, cn) bedeutet jetzt, daB
f~Kn(t)do:(t)=(D(cn), S~ldo:(t)l<oo stets o:(t)=O auf [d,c] impl~iert,

wobei 0: jetzt rechtsseitig stetig in [q, c) mit 0:( c) = 0 ist. Es bedeutet B(Kn ,

[q, c], d, cn), daB zu jeder auf [q, c] stetigen Funktion f mit f(s) = 0 auf
[q,d] und zu jedem e>O ein P(s)='L;;~lanKn(s) existiert mit
If(s)-P(s)1 <e (SE [q, c]) und 'L;;=1 lanllcnl <e.

Fur (A (0) liiBt sich Satz 5 nicht in entsprechender Weise auf ganze
Funktionen g mit Kn(s) = g(eSAn

) ubertragen. Als Anwendung von Satz 6
beweisen wir aber

SATZ 7. Es sei P(x) = 'Lt'~ 1 bkxk ein Polynom mit bN #- 0, N~ 2. Das
System S mit Kn(s) = P(esn ) (n = 1, 2, ... ) hat genau dann die Eigenschaft
(A oo ), wenn W(Kn, (-00,0]) gilt. 1st fUr die Koeffizienten von P(x)ferner
B(x) = 'Lt'~ 1 bkk iX #- 0 ( - 00 < x < (0), so hat S die Eigenschaft (A oo ).

AuBerdem erhalten wir

SATZ 8. Zujedem Polynom P(X)='Lt'~lbkx\ bN#-O, N~ 1 gibt es ein
d> 0, so daft das System S mit Kn(s) = P(desn ) die Eigenschaft (A oo ) hat.

Zum Beweis von Satz 4 benutzen wir die folgenden funktional
analytischen Hilfsmittel: 1st X ein linearer normierter Raum mit der Norm
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11 f II fUr f EX, und ist G <;; X, dann sagen wir, daB das System S mit den
Elementen Kn E X (n = 1, 2, ... ) bezuglich gegebener Zahlen en"" Odie
Identitatseigenschaft IG(Kn, cn) hat, falls fUr jedes beschrankte lineare
Funktional F auf X aus F(Kn)= (I)(cn) (n ~ 00) stets F(f) = 0 fur aIle fE G
foIgt.

Als wesentlichen Hilfssatz benutzen wir

SATZ 9. Es sei X ein linearer normierter Raum mit der Norm II f II fur
f EX, und es sei G <;; X. Ferner sei S ein System mit Elementen KnE X
(n = 1, 2, ... ) und es seien Cn""°gegebene Zahlen.
Genau dann gibt es zu jedem f E G und zu jedem G> 0 ein P = :L;;~ 1 an K" ous
X mit

Ilf-PII<G und
N

L Ian I len I< G,
n~l

Satz 9 wurde in [6, Satz 4] fur den SpezialfaH G = X bewiesen. Fur
beliebige G <;; X verlauft dieser Beweis jedoch ganz analog zu [6, S. 24-25].

Beweis zu Satz 4. Es sei zunachst (A o) filr das System S vorausgesetzt,
und wir haben (3) und (4) zu zeigen. 1st a>O, so existiert wegen (Ao) zu
jeder auf [a, 00) stetigen Funktion f mit f(t) ~ 0 (t -+ 00) und zu jedem
<:>0 eine fUr s>o absolut konvergente Reihe g(S)=:L;;"=l anKn(s) mit
If(s)-g(s)1 <<: (s~a). Da g(s) nach (2) auf [a, (0) gleichmaBig kon
vergiert, so gibt es ein N mit If(s) - 2::;;= 1 anKn(s)1 < 2<: (s ~ a), woraus
bekanntlich W(Kn , [a, (0)) und damit (3) folgt. Zum Beweis von (4)
nehmen wir an, daB zu einem q E (0, aD) kein dq E (0, q] existiert mit
I(Kn, [c, q], dq , Kn(q)) fur aIle CE (0, dq ). Zu jedem dE (0, q) gibt es dann
ein Intervall [c, b] mit °< C < b :::; d sowie eine auf [c, q] normierte
Funktion a mit f~ da(t) "" 0 und

fq fq
Kn(t) da(t) = (I)(Kn(q))(n -+ (0), Ida(t)1 < 00.

c c

Fur dieses a darf dabei zusiitzlich

If Kn(t)da(t)/:::;IKn(q)1 (n>n q ),

If Kn(t) da(t)1 :::; 1 (1:::; n:::; nq )
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und J~ IdCi(t)1 ::::; 1 mit nq nach (1), (2) gefordert werden. Bei Beachtung der
linksseitigen Stetigkeit von Ci im Punkt b konnen wir auBerdem noch zu
jedem B > 0 eine Funktion WE C(O, 00] mit w( t) = 0 (t ~ b) so bestimmen,
daB gilt

Irw(t) dCi(t) I= Irw(t) dCi(t)1 > B.

Wir wahlen nun Intervalle [Cb bk] mit 0 < Ck < bk < q, bk+! < Ck
(k=I,2, ... ) und bk-+O (k-+oo) sowie auf [Cbq] normierte Funktionen
Cik mit J~z dCik(t) # 0,

und

I( Kn(t)dCik(t)I::::;IKn(q)1 (n>n q ),

I{: Kn(t) dCik(t)1 ::::; 1 (1::::; n::::; nq )

(9)

(k = 1, 2, ... ). (10)

Ferner bestimmen wir sukzessiv zu k = 1, 2, ... Funktionen Wk E C(O, 00]
mit Wk(t) = 0 (t ~ bk) und

Es sei

00

f(t) = L wlt).
i=!

(k=2,3, ... ). (11)

(12)

Die Reihe (12) konvergiert dann absolut fur t>O wegen wlt)=O (t~bJ,

und es gilt fEC(O, 00], f(t)=O (t~q) mit f(t)=L:7~!wi(t) (t~Cb

k= 1, 2, ... ).
Aus (11) und (12) folgt daher

I(f(t) dCik(t)1 = I(it! wi(t) dCik(t)!

~ I( wk(t) dCik(t)l- :t!! ( Iwi(t)11 dCik(t)1 > k

(k=2,3, ... ). (13)
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Bei Beachtung von (A o) konnen wir daher f(t) nach (10) und (13) so gut
asymptotisch durch eine fUr t > 0 absolut konvergente Reihe g(t) =
ao+L:= 1 anKn(t) approximieren, daB gilt

(k=2, 3, ... ). (14 )

Wir erhalten aber als Widerspruch zu (14) aus (9) und (10)

It: g(t) dctk(t)1 ~ IaoI+ n~l Ian II I: Kn(t) dO(k(t)1

nq 00

~ L lanl+ L lanIIKn(q)I=D<co
n=O n =nq + 1

(k=2,3, ... ). (15)

Dabei ergibt sich die ZuUissigkeit der Vertauschung von Summe und
Integral in (15) nach (2) und (10) aus

I Ian Ir IKn(t)11 dctk(t)1
n = 1 Ck

n'k

~ L Ian Ir IKn(t)11 dctk(t) I
n=l Ck

00

+Mq L lanIIKn(ck)l<oo
n=nck + 1

(k = 2,3, ... ),

so daB (4) bewiesen ist.
Umgekehrt seien (3) und (4) vorausgesetzt, und wir haben (A o) zu

zeigen. Die Aquivalenz der Bedingungen I(Kn, [e, q], d, Kn(q» und
B(Kn, [c,q],d,Kn(q)) fUr aBe O<e<d~q<ao folgt aus Satz9 bei
Beachtung von (1 ), wenn wir X = C[e, q] mit der iiblichen
Maximumsnorm und G S;;; C[e, q] als die Klasse der f E C[c, q] mit f(s) = 0
auf Ed, q] wahlen, wobei die Darstellung der beschrankten linearen
Funktionale auf C[e, q] nach [8, S. 139] zu beachten ist.

Es seif, hE qo, 00] mit h positiv auf (0, 00) und h(s) -+ b > 0 (s -+ 00),
wobei femer f(s) -+ 0 (s -+ 00) und h als monoton wachsend auf (0, co)
angenommen werden darf. Wir wahlen nach (4) Zahlen qkE (0, ao) und
dkE(O,qkJ mit qk+l<qk (k=I,2, ... ) und qk-+O (k-+oo), so daB I(Kn,
[c, qkJ, db Kn(qd) fUr alle e E (0, dk) gilt. Dabei darf auBerdem dk+1 < dk
und

angenommen werden.

640/54/3-4

(k = 1, 2, ... ) (16)
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Wir bestimmen nun sukzessiv verallgemeinerte Polynome Pk(s) =
L:;;~1 a~k)Kn(s) (k= 1, 2, ... ) in folgender Weise:
Es sei PI nach (3) gewahlt mit

If(s)-P1(s)1 <h(dd/4 (17)

Sind die Polynome P;(i = 1, 2, 00" k - 1) fur k = 2, 3, 00. bereits bestimmt, so
setzen wir

k-l
bk-I=f(dk-d- I P;(dk-d·

;=1

(18)

Somit ist f(s) - L:7,:l P;(s) - bk- 1 = 0 fUr s = dk- 1 •

Wegen I(Kn, [db qk-l], dk- 1 , Kn(qk-l)) konnen wir daher nach Satz 9
und (1) ein Pk mit a~k)=O (1 ~n~nqk_J so wahlen, daB

und

(20)

Nk

I Ia~k) II Kn(qk-l)1 < h(dk)/4Mqk _1
n~1

mit M qk _
1

nach (2).
Es folgt aus (2) und (21)

(k=2,3,oo.) (21)

Nk' Nk

IPk(S)I~ I la~k)IIKn(s)I~Mqk_l I la~k)IIKn(qk_dl
n=1 n~1

(22)

wegen a~k)=O (1 ~n~nqk_J Aus (20) erhalten wir somit

(23)

Fur s=dk ergibt sich aus (19) bei Beachtung von (18)

so daB ao= limk ~ 00 bk wegen (16) existiert.

(24)
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Aus (19) folgt daher nach (16) und (24)

If(s)-,tl p,(s)-ao!

<h(dd/4+ Ibk-1-aO !

~ 00

~h(dk)/4+ L Ibn-1-bnl <h(dd/4+4- 1 L h(dn)
n=k

00

<h(dk)/4+h(dk)·4- 1 L 2-n<3.4- 1h(dk)
n~O

283

Es ist laol~lbll+L:=1Ibn+l-bnl<lbll+4-1 L:~l h(dn+1)<lb 1 !+
h(dd/4 nach (16) und (24). Mit Ib 11<h(dd/4 nach (17) und (18) folgt
daher IaoI< h(d1)/2, so daB wir aus (17) erhalten

Wir setzen
00

g(s) = ao+ L Pk(S),
k~l

(27)

wobei diese Reihe nach (16) und (23) fur aIle s > 0 absolut konvergiert.
1st nun SE [db dk - 1 ] (k=2, 3, ... ) oder SE [d1 , co) im Fane k= 1, dann

ergibt sich aus (16), (23), (25), (26) und (27)

If(s)-g(s)1 ~ !f(S)- ntl Pn(s)-aol +n~~+l IPn(s)1

co

<3·4- 1h(dk )+4- 1 L h(dn)
n=k+l

so daB wir die gewiinschte Approximationseigenschaft (A o) erhalten.
Nach (16) und (22) ist

Nk

L Ia~k) II Kn(s}1 < 4 -12 -kh(d1}
n~l

und daher Lf"=l Ln~l la~k)IIKn(s)1 < 00 fUr alle s>O, so daB sich die
Reihe (27) durch Umordnung und Zusammenfassung der a~k)Kn(s} aus
allen Pk(S) als eine fUr alle s > 0 absolut konvergente Reihe
g(s) = ao+L:~ 1 anKn(s} umformen liiBt. Damit ist Satz 4 bewiesen.
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Beweis zu Satz 5. Es sei g(x) = Lk=p bkxk mit p ~ 1 und bpf= 0. Fur
Kn(t)=g(e- tAn ) gilt (1) und (2) wegen An~oo fUr jedes ao>O, wie
man leicht zeigt. Aus S% Kn(t) drx(t) = (D(Kn(q» = (D(e- qPAn ) (n ~ CIJ) und
b e- tPAn = K (t) - "00 b e- tkAn folgtP n L.k=p+ 1 k

re -tPAndrx(t) = (D(e- qPAn )+ (D(e -(p + 1) CAn)(n ~ (0) (28)
c

fUr 0< e < q. Nach Satz 3 erhalten wir daher rx(t) =°auf [e, b], wobei
b> e die kleinere der Zahlen q und (1 +P-1 ) e ist. Somit kann c in (28)
durch b ersetzt werden. Durch mehrfache Anwendung dieses Schlusses folgt
rx(t)=O auf [e, q] und damit die Bedingung (4). Entsprechend ergibt sich
(3) und daher (A o) nach Satz 4, womit Satz 5 bewiesen ist.

Beweis zu Satz 2. Fur Kn(s) = eSAn erhiilt man durch Multiplikation mit
e- qAn die Aquivalenz von I(Kn, [q, e], dq, Kn(q») und l(Kn, [0, c-q],
dq- q, 1) fUr alle q:::;; dq< e. Daher folgt aus der Existenz eines do ~ Omit
der Eigenschaft l(Kn, [0, c], do, 1) (c>do) auch bereits die gesamte
Bedingung (8), wenn man dq = do + q fUr jedes q E ( - 00, (0) setzt. Die
Existenz eines solchen do ~° impliziert aber auBerdem wegen der
Gleichwertigkeit von I(Kn,[O,c], do, 1) mit I(Kn, [-b, c-b], do-b,
Kn( -b) (b>O) auch die Giiltigkeit von (7), wie man leicht zeigt. Daher
ist die Existenz eines solchen do iiquivalent damit, daB (7) und (8) beide
gelten. Die Gultigkeit von l(Kn, [0, c], do, 1) fUr alle e > do ist aber
andererseits auch damit gleichwertig, daB I(Kn, [0, c + do], do, 1) und
daher I(Kn, [-c-do,O], -c, Kn(-c-do»fUr alle c>O erfUllt sind.
Letzteres bedeutet aber gerade die Eigenschaft (Mdo )' Damit ist Satz 2
bewiesen.

Beweis zu Satz 7. Fur Kn(s) = P(esn ) gilt (5) und (6) fUr jedes ao > 0,
wie man leicht zeigt. Wir substituieren t = eS fur s E ( - 00, (0).

Es sei Sg P(rn) drx(t)= ° (n = 1,2, ... ) fUr ein b> 1, und dabei
Sg Idrx( t)1 < CIJ mit normiertem rx auf [0, b]. Dann folgt

II: tNndrx(t)\:::;;\bN11 :~: Ibkl I: tknldrx(t)\

= (D(b(N-1)n) (n~oo)

und daher ntNn drx(bt) = (D(b-n)(n ~ (0).
Nach Satz3 ist rx(bt)=O auf [b- 1IN,1] und damit rx(t)=O auf

[b 1- 1IN, b]. Bei m-maliger Anwendung dieser SchluBweise ergibt sich
rx(t)=O auf [b Wm

, b] mit wm=(1-1/N)m (m=1,2, ... ) und somitrx(t)=O
auf [1, b] bei Beachtung der rechtsseitigen Stetigkeit von rx in 1, so daB
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HPun) dcx(t) = 0 (n = 1, 2, ... ) folgt. Daher impliziert W(Kn, (- 00, OJ) fUr
diese Kn stets W(Kn, (-oo,a]) fUr aIle a>O. Da aber W(Kn,(-oc:,O])
offensichtlich W(Kn , ( - 00, a]) auch fUr aIle a < 0 impliziert, so ist (7) mit
W(Kn, (- 00,0]) aquivalent. Die Bedingung (8) ist fUr diese Kn stets
erfullt. Denn aus

(n -+ oc: ) fur 0 < q < c

mit c > 1 folgt

(n -+ 00 ).

Entsprechend wie oben ergibt sich nach Satz 3 daher a(t) = 0 auf Cd,
wobei d die gr6Bere der Zahlen q und 1 sei, so daB (8) gilt, und (Ace) nach
Satz 6 mit W(Kn , ( - 00,0]) aquivalent ist.

1st zusatzlich B(x) # °(- 00 < x < (0) fUr P(x) vorausgesetzt, so falgt

( - 00 < x < 00 ).

Es bezeichne T die Klasse aller Funktionen g, g(t) = 2::= j avP'(e- tc
,) e -l<,

mit beliebigen cv>°und komplexen ay • Es sei T die abgeschlossene Hiille
von Tin Lj(O, (0) beziiglich der LI-Norm. Nach dem Approximationssatz
von Wiener [2, S. 33] gilt bei Transformation auf (0, 00 ) daher
T= Lj(O, 00). Zu jedem fE qo, 00] mit f(t) -+ °(t -+ oc:) und jedem 8> 0
laBt sich eine auf (0, 00) stetigdifferenzierbare Funktion bE C(O, 00]

mit b(t)-+O (t-+ (0), b'ELj(O, 00) und If(t)-b(t)j <e (t>O) wiihlen.
Wegen T=Lj(O,oo) gibt es daher ein g(t)=L:~layP'(e e- tc

"

mit II h' - gill < 8 beziiglich der Lj-Norm, so daB fUr h(t) =
- L:~ I ayc;j P(e- tc

,) folgt

If(t)-h(t)1 <8+ Ib(t)-h(t)1

~8+ fce Ib'(u)-g(u)1 du<28
t

(t> 0). (29)

Jeder Term P(e- tC ) = L,;r~ I bke- tck mit einem c > 0 in der Summe von h(t)
kann aber wegen W(e- tn

, [0, 00)) auf [0, (0) beliebig gut durch
Linearkombinationen der P(e- nt

) (n = 1, 2, ... ) approximiert werden, so
daB wir W(Bn, [0, 00» aus (29) fUr Bn(t) = P(e- tn

) und daher
W(Kn, (- 00,0]) erhalten, woraus (Ace) folgt. Damit ist Satz 7 bewiesen..
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Satz 8 folgt direkt aus Satz 7, da sich fiir das zugehorige B(x) =
Lt~lbkdke" fiir hinreichend groBes d wegen bN#O leicht B(x)#O
( - 00 < x < (fJ) ergibt.
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